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A P P R O X I M A T E  C A L C U L A T I O N S  OF THE SURFACE T E N S I O N  OF M E T A L S  

S . N .  Z a d u m k i n  
The Kabardian S t a t e  Ped igog ica  Z I n s t i t u t e  

ABSTRACT: A method i s  deveZoped for caZcu- 
Zat ing  s m f a c g  t e n s i o n  i n  m e t a l s  v^n t h e  ba- 
s i s  o f  t h e i r  h e a t s  of v a p o r i z a t i o n ,  u s i n g  a 
poZar  mode2 of a metaZ. A tabZe  i s  g i v e n  which  
Z i s t s  s u r f a c e  t e n s i o n  v a l u e s  f o r  eZeven  m e t a l s  
and compares t h e  a u t h o r ' s  r e s u Z t s  w i t h  d a t a  
f rom t h e  Z i t e r a t u r e .  

I n  o u r  o p i n i o n ,  t h e  p r i n c i p l e  s h o r t c o m i n g  o f  t h e  a v a i l a b l e  /45324 
c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  s u r f a c e  t e n s i o n  o f  m e t a l s  C1-73 i s  t h e  f a c t  
t h a t  t h e  n u m b e r  o f  f r e e  e l e c t r o n s  2 p e r  a t o m  o f  m e t a l  e n t e r i n g  
i n t o  t h e  f o r m u l a s  o b t a i n e d  t h e o r e t i c a l l y ,  i s  c h o s e n  a r b i t r a r i l y  t o  
a c e r t a i n  d e g r e e  b y  t h e  a u t h o r s .  One o f  t h e m  u s e s  t h e  maximum 
v a l e n c y  o f  t h e  a t o m  f o r  Z ;  a s e c o n d  u s e s  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  t h e  
c h e m i c a l  v a l e n c e ;  a t h i r d  u s e s  a f i g u r e  o f  o n e  f r e e  e l e c t r o n  p e r  
a t o m  o f  m e t a l ,  e t c .  H o w e v e r ,  s u c h  a n  i m p o r t a n t  c h a r a c t e r i s t i c  
o f  m e t a l  a s  t h e  Z n u m b e r  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  p r i m a r i l y  on t h e  b a s i s  
o f  e x p e r i m e n t s ,  a s  w a s  p o i n t e d  o u t  w i t h  c o m p l e t e  j u s t i f i c a t i o n  
i n  C81. 

I n  a d d i t i o n ,  t h e  m a j o r i t y  o f  c a l c u l a t i o n s  o f  0 d o  n o t  g i v e  
t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s u r f a c e  t e n s i o n  o f  m e t a l s ,  s i n c e  
t h e  c a l c u l a t i o n s  o f  CI a r e  b a s e d  on  a t e m p e r a t u r e  o f  a b s o l u t e  z e r o .  
The p r o b l e m  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  o f  CI i n  m e t a l s  i s  d i s -  
-1. - - a - 
L u a a c u  iii C 9 - 1 1 1 .  

I t  seems t o  u s  t h a t  i t  w o u l d  b e  d e s i r a b l e  t o  f o r m u l a t e  a t h e -  
ory o f  s u r f a c e  t e n s i o n  o f  m e t a l s  whose  d e f i n i t i v e  f o r m u l a s  f o r  CI 

w o u l d  i n c l u d e  o t h e r  p h y s i c a l  c o n s t a n t s  of  m e t a l s  w h i c h  w o u l d  b e  
r e a d i l y  a v a i l a b l e  t o  e x p e r i m e n t a l  d e t e r m i n a t i o n .  

A t  v a r i o u s  t i m e s ,  a n u m b e r  o f  a u t h o r s  h a v e  s u g g e s t e d  e m p i r -  
i c a l  a n d  s e m i - e m p i r i c a l  f o r m u l a s  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  CI o f  m e t a l s  
i n  t e r m s  of  t h e  work  f u n c t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n  i n  l e a v i n g  t h e  m e t a l  
[12, 1 3 1 ,  t h e  h e a t  o f  v a p o r i z a t i o n  [14], e t c .  The  v a l u e s  o f  0 c a l -  
c u l a t e d  b y  t h e s e  f o r m u l a s  show a b e t t e r  a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n -  
t a l  d a t a  t h a n  w i t h  t h e  d a t a  o b t a i n e d  b y  t h e o r e t i c a l  f o r m u l a s .  

I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r ,  w e  w i s h  t o  p r e s e n t  a n  a p p r o x i m a t e  c a l -  

24 
N u m b e r s  i n  t h e  m a r g i n  i n d i c a t e  p a g i n a t i o n  i n  t h e  f o r e i g n  t e x t .  
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c u l a t i o n  o f  CJ f o r  me ta l s  i n  t e r m s  o f  t h e i r  h e a t  o f  v a p o r i z a t i o n .  

We s h a l l  b e g i n  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  v a r i a t i o n  o f  t h e  p o l a r  m o d e l  
o f  a m e t a l .  L e t  u s  c o n s i d e r  a m e t a l  i n  t h e  s o l i d  s t a t e  a t  t e m p -  
e r a t u r e  T .  We w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  o f  t h e  c o o r d -  
i n a t e s  o f  t h e  p o s i t i v e  i o n s  o f  t h e  m e t a l  c o i n c i d e  w i t h  t h e  l a t t i c e  
p o i n t s  o f  t h e  c r y s t a l  l a t t i c e ,  w h i l e  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  o f  t h e  
c o o r d i n a t e s  o f  t h e  f r e e  e l e c t r o n s  a r e  d i s t r i b u t e d  s y m m e t r i c a l l y  
w i t h i n  t h e  c r y s t a l  l a t t i c e  s o  t h a t  a n  " e l e c t r o n  l a t t i c e "  i s  f o r m e d  
h a v i n g  e x a c t l y  t h e  same s t r u c t u r e  a s  t h e  l a t t i c e  o f  p o s i t i v e  i o n s ,  
e x c e p t  t h a t  i t  i s  d i s p l a c e d  r e l a t i v e  t o  t h e  l a t t e r .  The  v o l u m e  
u n i t  c e l l s  a n d  b a s a l  p l a n e s  o f  t h e  m e t a l  l a t t i c e  m u s t  b e  n e u t r a l .  

C o n s e q u e n t l y ,  i n  t h e  p o l a r  m o d e l  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  w e  w i l l  
h a v e  a c o o r d i n a t i o n  i o n - e l e c t r o n  l a t t i c e  o f  a m e t a l ,  w h i c h ,  e . g . ,  
i n  t h e  c a s e  o f  a m e t a l l i c  f a c e - c e n t e r e d  c u b i c  l a t t i c e ,  w i l l  h a v e  
a c u b i c  s h a p e  o f  N a C l  t y p e ,  w i t h  a minimum d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  
c a t i o n  a n d  t h e  " a n i o n "  a / 2 ,  w h e r e  a i s  t h e  p e r i o d  o f  t h e  m e t a l  
l a t t i c e .  

I n  [ll] w e  g a v e  t h e  f o l l o w i n g  f o r m u l a  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t  
o f  t h e  s u r f a c e  t e n s i o n  o f  m e t a l s :  

- -__ - 

1 u =; - n, - [ 3 k ~  In 2-2 ( E ;  - €,,!I. (1) - 1  Iko 

w h e r e  ( f o r  t h e  p o l a r  m o d e l  o f  a m e t a l  w h i c h  w e  h a v e  a s s u m e d )  f h v  i s  / 4 5 4  
t h e  c o o r d i n a t i o n  n u m b e r  o f  t h e  c a t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  " a n i o n " ;  Af 
i s  t h e  n u m b e r  o f  i n s u f f i c i e n t l y  c l o s e  " a n i o n s "  i n  t h e  c a t i o n  a t  
t h e  s u r f a c e  o f  t h e  m e t a l ;  E o  a n d  Ed a r e  t h e  f r e e  e n e r g i e s  a t  T = 
0 ,  w h i c h  a p a r t i c l e  w i t h i n  t h e  m e t a l  w o u l d  h a v e ,  i f  i t s  mean v i b r a -  
t i o n a l  f r e q u e n c i e s  were  e q u a l  t o v  a n d  v / & ,  r e s p e c t i v e l y ,  a n d  t h e  
c o o r d i n a t i o n  n u m b e r s  were e q u a l  t o f k v  a n d  f h v / 2 ,  r e s p e c t i v e l y .  
We s h a l l  c a l c u l a t e  t h e  v a l u e s  EO a n d  ~6 as  f o l l o w s .  S i n c e  E O  i s  
t h e  e n e r g y  r e q u i r e d  f o r  d i v i d i n g  a m e t a l  i n t o  f r e e  i o n s  a n d  f r e e  
e l e c t r o n s  a t  T = 0 ,  i f  w e  i m p a r t  t h i s  e n e r g y  t o  t h e  m e t a l s  a t  t h e  

e V i  , w h e r e  V I ,  112.. . r e p r e s e n t  b e g i n n i n g  , t h a n  t h e  e n e r g y  

t h e  f i r s t ,  s e c o n d ,  e t c . ,  i o n i z a t i o n  p o t e n t i a l s  o f  t h e  a t o m ,  a n d  
f i n a l l y ,  a s s u m i n g  a h e a t  o f  s u b l i m a t i o n  a t  a b s o l u t e  z e r o  o f  L o ,  
w e  w i l l  o b t a i n  t h e  o r i g i n a l  s t a t e  o f  t h e  m e t a l .  From t h i s  i t  f o l -  
l o w s  t h a t  

2 
i=1 

S u b s t i t u t i n g  ( 2 )  a n d  ( 3 )  i n t o  (1) a n d  a s s u m i n g  ( a s  i n  [ll]) 
t h a t  t h e  f r e e  e n e r g y  i s  a l i n e a r  f u n c t i o n  o f  f h v ,  w e  o b t a i n  
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0 = - n, - [3kT In 2- Lo]. 
f ko ( 4 )  

F o r m u l a  (4) makes  i t  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  t h e  v a l u e  o f  o f o r  
v a r i o u s  f a c e s  o f  a n  i d e a l  s i n g l e  c r y s t a l  a t  t h e  t e m p e r a t u r e  T .  

Ya. I .  F r e n k e l '  C151 s h o w e d  t h a t  t h e  s u r f a c e  o f  a c r y s t a l  
i n  t h e  e q u i l i b r i u m  s t a t e  e x h i b i t s  r o u g h n e s s  o w i n g  t o  t h e  t e m p e r a -  
t u r e  f l u c t u a t i o n s .  We w i l l  t h e r e f o r e  a s s u m e  t h a t  o n l y  s h o r t - r a n g e  
o r d e r  i s  r e t a i n e d  on t h e  s u r f a c e  of t h e  c r y s t a l ,  c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e  o r i e n t a t i o n s  o f  a l l  t h e  b a s a l  f a c e s  o f  t h e  e l e m e n t a r y  e l e c -  
t r o n - i o n  l a t t i c e .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  s u r f a c e  t e n s i o n  o f  t h e  c r y s -  
t a l  w i l l  b e  

- 
w h e r e  7is i s  t h e  a v e r a g e  n u m b e r  o f  p a r t i c l e s  p e r  u n i t  s u r f a c e ;  Af/ 
fku i s  t h e  a v e r a g e  v a l u e  r e l a t i v e  t o  t h e  n u m b e r  o f  d e f i c i e n t  n e i g h -  
b o r s  ( " a n i o n s " )  i n  a p o s i t i v e  i o n  o f  t h e  m e t a l  a t  t h e  s u r f a c e .  
The  v a l u e s  o f  Zs a n d  v / f k v  a r e  d e t e r m i n e d  as  f o l l o w s .  L e t  u s  
c o n s i d e r  a n y  p o s i t i v e  i o n  o f  t h e  m e t a l  a n d  c o m p a r e  t h e  p r o b a b i l -  
i t y  w "  o f  i t s  l o c a t i o n  p e r  u n i t  a r e a  on t h e  s u r f a c e  o f  a m e t a l  
w i t h  a p r o b a b i l i t y  w '  o f  i t s  e x i s t e n c e  p e r  u n i t  a r e a  o f  a n y  p l a n e  
p a r a l l e l  t o  t h e  s u r f a c e  a n d  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  m e t a l ;  w e  w i l l  
o b t a i n  

w h e r e  W i  i s  t h e  work  r e q u i r e d  f o r  t h e  i o n  t o  move f r o m  t h e  i n s i d e  
t o  t h e  s u r f a c e ,  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  d e f i c i e n t  n e i g h b o r s  
Af; a t  t h e  s u r f a c e .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  r a t i o  o f  t h e i r  p r o b -  
a b i l i t i e s  w " / w '  m u s t  b e  e q u a t e d  t o  t h e  r a t i o  o f  t h e  n u m b e r  o f  i o n s  

n ( l )  p e r  u n i t  a r e a  on  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  m e t a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  

i o n s  n p e r  u n i t  a r e a  w i t h i n  t h e  m e t a l .  T h e r e f o r e ,  f r o m  ( 6 )  w e  
h a v e  

( S  1 

,p II nt$e-wlmr' ( 7 , )  

T h e r e f o r e ,  o n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  m e t a l  w e  h a v e  ??.(:I p a r t i c l e s  
p e r  c m 2 ,  w i t h  a n  e x c e s s  e n e r g y  W i  a n d  c o n s e q u e n t l y  a d j a c e n t  t o  t h e  
i - t h  f a c e  o f  t h e  c u b i c  c r y s t a l ,  we h a v e  

w h e r e  Si i s  t h e  a r e a  of t h e  i - t h  f a c e ;  f'?) i s  t h e  n u m b e r  o f  i o n s  
p e r  e l e m e n t a r y  l a t t i c e  of  t h e  b a s a l  l a t t i c e  f o r  t h i s  f a c e .  From 
( 7 )  w e  o b t a i n  

/ 4 5 5  

3 



w h e r e  X i  = e x p  [ - nifC] ( A f i  i s  t h e  n u m b e r  o f  d e f i c i e n t  n e i g h -  
b o r s  f o r  t h e  i - t h  f a c e ) .  

The a v e r a g e  v a l u e  r e l a t i v e  t o  t h e  n u m b e r  o f  d e f i c i e n t  n e i g h -  
b o r s  a t  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  m e t a l  w i l l  b e  

We know t h a t  i n  a c r y s t a l  w i t h  a c u b i c  s y s t e m ,  t h e r e  a r e  6 
(100) f a c e s ,  1 2  (110) f a c e s ,  a n d  8 (111) f a c e s ,  f o r  w h i c h  t h e  num- 
b e r  o f  d e f i c i e n t  n e i g h b o r s  i s  e q u a l  t o  1, 2 ,  a n d  3 ,  r e s p e c t i v e l y ,  
when t h e s e  faces  a r e  l o c a t e d  a t  t h e  s u r f a c e  o f  a m e t a l .  F o r  e a c h  
of  t h e s e  f a c e s ,  f ( 2 )  = 2 .  C o n s e q u e n t l y ,  i f  w e  t a k e  ( 7 )  i n t o  c o n -  
s i d e r a t i o n  a n d  a l s 8  t h e  f a c t  t h a t  S ( l o o )  .= a 2 ,  S ( l l o )  = a 2  JT a n d  
s(111) = a 2 m ,  w e  c a n  w r i t e  E x p r e s s i o n  ( 8 )  as f o l l o w s :  

w h e r e  ~ ( 1 0 0 )  = e x p  - a A f ( l " O )  ( A ~ ( - J Q Q >  i s  t h e  n u m b e r  of  d e -  

f i c i e n t  n e i g h b o r s  f o r  t h e  ( 1 0 0 )  f a c e ) ;  i s  t h e  n u m b e r  of  
p a r t i c l e s  per c m 2  of  t h e  (100) face. Le, 
l a t i o n  f o r  a s u r f a c e  w h i c h  i s  p a r a l l e l  t o  t h e  (100) f a c e  i n s i d e  

0 . 1 2 2 .  From ( 9 )  a n d  (lo), we o b t a i n  ns = 0 . 9 2 4  n [ y i i i  6;8'&)qf/fkv 
= 0,201. By d i f f e r e n t i a t i n g  E q u a t i o n ( 5 )  for t e m p e r a  u r e  a n d  d i s -  
r e g a r d i n g  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  A f / f k , ,  w e  f i n d  t h e  v a l u e  
o f  t h e  t e m p e r a t u r e  c o e f f i c i e n t  y f o r  t h e  s u r f a c e  t e n s i o n  o f  m e t a l s :  

kT 

t h e  c r y s t a l .  T a k i n g  n ( f j >  = , w e  f i n d  from (11) t h e  v a l u e  
~ ( I o o ) ,  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  ion-0 r x ( 1 0 0 )  < X - - 

w h e r e  a i s  t h e  t e m p e r a t u r e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  l i n e a r  e x p a n s i o n  
o f  t h e  m e t a l .  The  r e s u l t s  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  s u r f a c e  t e n s i o n  ac-  
c o r d i n g  t o  F o r m u l a  ( 5 )  a n d  t h e  t e m p e r a t u r e  d e p e n d e n c e  a c c o r d i n g  
t o  F o r m u l a  ( 1 2 )  f o r  m e t a l s  w i t h  a f a c e - c e n t e r e d  c u b i c  s y s t e m  a r e  
g i v e n  i n  T a b l e  1. The  same t a b l e  g i v e s  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  
a a n d  y f o r  a l l o y e d  m e t a l s ,  t h e  s c a t t e r  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
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a c c o r d i n g  t o  t h e  m e a s u r e m e n t s  o f  v a r i o u s  a u t h o r s ,  t h e  m o s t  r e l i -  
a b l e  v a l u e s  o f  0 a c c o r d i n g  t o  t h e  a n a l y s i s  of t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
i n  C161,  a n d  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  mos t  r e c e n t  m e a s u r e m e n t s .  I n  a l l  

1268 

1473 

1473 

600 

973 

2273 
1843 

1123 
17K3 
1725 
573 

T A B L E  1 

898 

1100 

1380 

470 

832 

1815 
1970 

298 
2320 
1957 
454 

- 

m e  tal 

11,l 

110,O 

14,6 

7,62 
" 

11,5 

12,O 
14.0 

G,Gl 
16,O 
16,2 
8,jO 

Ag 

Au 

c u  

Pb 
A I  

Pt 
y-Fe 

Ca 
p-co 
0 - N I  
0-Tl 

4,70(*0, 

5,76 

5,27 

3,50 

4,15 

8,75 
7,43 

2,71 
8 ,3  
6.97 
3,v3 

751-940 
923 (9 

581-1420 
1120 (15) 

1103-1400 

424-536 
1154 (1'3) 

461 (I6) 
520-914 
860 (I8) 

1819 (16) 

950-1210 
1720 (21) 

1735 (1') 

320 - 
436-485 (10) 

talc' 

-0,123 

-0,092 

-0,204 

- 0 , 0 7 8  

-0,103 

- 0 , 0 9 7  
--0,12 

-oIo6a 
-0, I42 
-0,132 
-0,ChYG 

-0,13(") 

-0,iO (16) 

- 
-(O, 06-0,25) (1') 

--(0,135-0,35) (1') 

-0,i - 

on t h e  b a s i s  o f  / 4 5 6  e x P  cases  w h e r e  i t  w a s  p o s s i b l e ,  w e  d e t e r m i n e d  0 

m e a s u r e m e n t s  i n  a vacuum.  A s  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  o f  t h e  h e a t  
o f  s u b l i m a t i o n ,  w e  u s e d  t h e  d a t a  c a l c u l a t e d  b y  R a b i n o w i t s c h  a n d  
T h i l o  [17], a t  a t e m p e r a t u r e  o f  a b s o l u t e  z e r o ,  as  w e l l  a s  t h e  d a t a  
for Ag f r o m  C 2 0 3 .  

I t  i s  c l e a r  from T a b l e  1 t h a t  t h e  c a l c u l a t e d  v a l u e s  o f  0 a n d  
Y , r e g a r d l e s s  o f  t h e  r o u g h n e s s  o f  t h e  m o d e l  o f  t h e  m e t a l  u s e d  

a n d  t h e  a p p r o x i m a t e  n a t u r e  o f  a l l  t h e  c a l c u l a t i o n s ,  a r e  i n  g o o d  
a g r e e m e n t  w i t h  t h e  m o s t  r e l i a b l e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  e s p e c i a l l y  
for P b ,  f o r  w h i c h  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e  o f  0 i s  known w i t h  s p e c i a l  
a c c u r a c y .  I n  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  r e m a i n i n g  c a s e s ,  t h e  d i f f e r e n c e  
b e t w e e n  O c a l c  a n d  u e x  d o e s  n o t  e x c e e d  5 % ;  i t  i s  o n l y  i n  t h e  cases  
of  Cu,  Y - F e y  a n d  6 - N  T h a t  i t  i s  r o u g h l y  e q u a l  t o  1 0 - 2 0 % .  
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